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Principe de récurrence et variantes

Soit #(n) une propriété sur IN ou une partie de IN et noelN.

e Principe de récurrence:

9(n, ) est vraie )
, alors 9(n) est vraie pour tout n>no.
Pour fout n>n, ,(EP(n) = @(n+1))

Vocabulaire:
* Vérifier 9(no) constitue |'initialisation du raisonnement par récurrence.
* Une propriété #(n) vérifiant vn=no, $(n)=%(n+1) est dite héréditaire.

d'initialisation est donc indispensable pour conclure.
* Symboliquement, le principe s'écrit:

‘ [9(no) et (VnelN, n>ng, A(n)=P(n+1)] = [VneN, n>no, EP(n)].‘

e Récurrence double:

?(n, ) et 2(n, +1) sont vraies )
alors 9(n) est vraie pour tout n=no.
Pour tout n>n, (2(n) et 9(n+1) = 9(n+2))

nécessite |'utilisation des deux rangs précédents.

e Récurrence forte:
9(n,) estvraie
Si
Pour toutn>n, ,(CJ“(no ). 2(n, +1),.2(n) = @(n+1))

alors 9(n) est vraie pour tout n>no.

nécessite |'utilisation de certains rangs compris entre no et h ou méme de tous.
Une récurrence forte peut évidemment remplacer une récurrence double.

e Récurrence finie:

s 9(n,) estvraie
i
Pour tout ne ||no P 1||,si ?(n) est vraie, alors 9(n+1) est vraie

alors 9(n) est vraie pour ftout n, no<n<p

sens a partir du rang p+1.
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Exercices

@ Soit u la suite définie par uo = 2, u1 = 3 et VnelN, Un2 = 3Unet = 2Un.
Montrer que, VnelN, un = 2" + 1,

n
@ Soit (Un)nen Une suite réelle telle que uo = 1 et vnelN, u,,; < > u, .
k=0

Montrer que: VnelN, u, < 2",

® Soit f:IN—>IN, une application injective.

Montrer que si VhelN, f(n) < nalors f = Id.
N? > N~

@ Soit f: . Montrer que f est surjective.
(p.q) = 2°(2q+1)

® On donne les deux propriétés suivantes ol nelN’:

P(n): Zn:kk! =(n+1)I-1 et Q(n): Zn:kk! =(n+1)!
k=0

k=0
a. Montrer que ces deux propriétés sont héréditaires pour tout n>1.
b. Laquelle des deux est vraie, pour tout nelN"?

® Montrer que si une trousse contient n stylos alors ils sont tous de la méme couleur.

Réponse: Soit P(n): Si une trousse contient n stylos alors il sont
le méme couleur.
* P(l) est trivialement vraie.
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* Soit nelN, n>1, tel que P(n) est vraie. Considérons une trousse contenant
(n+l) stylos. On enleve un stylo, la trousse contient alors n stylos tous

de la méme couleur par hypothése de récurrence. Remettons le stylo
enlevons en un autre. les n stylos restants sont encore de la méme
Ainsi les (n+l) stylos sont de la méme couleur et P(n+l) est vraie

et
couleur.

* D'aprés le principe de récurrence, Vn>l, si une trousse contient n stylos

alors ils sont tous de la méme couleur.

Qu'en pensez-vous ?
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